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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷

óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ìíîãîçíà÷íûìè òðàåêòîðèÿìè, âûðàæåííûõ â âèäå

ýëëèïñîèäàëüíûõ òðóáîê.

Èçó÷åíèå äèíàìèêè òðóáîê òðàåêòîðèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç àê-

òóàëüíûõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ [11, 1℄. Òðóáêè òðàåêòîðèé

âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è äîñòèæèìîñòè, â êîòîðîé

òðåáóåòñÿ îïèñàòü ìíîæåñòâî âñåõ òåðìèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ñèñòåìà

ìîæåò äîñòè÷ü ê çàäàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè èç ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ ñî-

ñòîÿíèé, èñïîëüçóÿ äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ. Ñîïðÿæåííîé ê çàäà÷å äîñòèæè-

ìîñòè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè � çàäà÷à îòûñêàíèÿ âñåõ íà÷àëüíûõ

ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ñòàðòóÿ èç êîòîðûõ, ñèñòåìà ìîæåò ïðè ïîìîùè äîïóñòè-

ìûõ óïðàâëåíèé ïîïàñòü â òåðìèíàëüíûé ìîìåíò íà çàðàíåå çàäàííîå öåëå-

âîå ìíîæåñòâî. Ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ðàññìîò-

ðåíèÿ îòäåëüíûõ òðàåêòîðèé ê àíàëèçó àíñàìáëåé òðàåêòîðèé, çàäàþùèõ

ìíîãîçíà÷íóþ äèíàìèêó èññëåäóåìûõ ñèñòåì. Äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè òàêèõ

àíñàìáëåé íåîáõîäèì àíàëèç òðóáîê äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè � ìíî-

ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, ñå÷åíèÿ êîòîðûõ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè áóäóò

ÿâëÿòüñÿ ìíîæåñòâàìè äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Èçó-

÷åíèåì äèíàìèêè ïîäîáíûõ òðóáîê çàíèìàåòñÿ òåîðèÿ òðóáîê òðàåêòîðèé.

Ïîñòðîåíèå òðóáîê ðàçðåøèìîñòè ïîçâîëÿåò êîíñòðóèðîâàòü ñèíòåçèðóþùåå

óïðàâëåíèå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ Í.Í. Êðàñîâ-

ñêîãî [12℄.

Çàäà÷è äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè íå ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè îïòèìèçà-
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öèè, îäíàêî èì ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, êîòîðûå

îáåñïå÷èâàþò ðåãóëÿðíûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ èõ ðåøåíèé. Ý��åêòèâíûì îá-

ùèì ïîäõîäîì äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ, ðàçðàáîòàííûé �. Áåëëìàíîì [13℄ è îïèðàþùèéñÿ íà ãàìèëü-

òîíîâ �îðìàëèçì. Â îñíîâå ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ëåæèò

ïîíÿòèå ïîçèöèè ñèñòåìû. Ïîçèöèÿ ñèñòåìû � ìèíèìàëüíûé íàáîð ïàðàìåò-

ðîâ, îáåñïå÷èâàþùèé âûïîëíåíèå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè, âûðàæåííîãî â

âèäå ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè öåíû. Â ïðî-

ñòåéøåì ñëó÷àå ïîçèöèÿ ñîâïàäàåò ñ ïàðîé {âðåìÿ, �àçîâûé âåêòîð}. Ìå-

òîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ óðàâíåíèé

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà. �åøåíèå óðàâ-

íåíèé �ßÁ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåñóðñî¼ìêóþ çàäà÷ó äàæå äëÿ ñèñòåì ìàëîé

ðàçìåðíîñòè, îäíàêî ìíîãî÷èñëåííûå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è òðåáóþò ðàññìîò-

ðåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè [9℄. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò

ïîòðåáíîñòü â ñîçäàíèè ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ãà-

ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Ñòðóêòóðà ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè ìîæåò áûòü î÷åíü

ñëîæíîé äàæå äëÿ ïðîñòûõ ñèñòåì. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ àíàëèçà äèíàìèêè

òðóáîê äî êîíöà, òî åñòü äî ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûõ àëãîðèòìîâ, ïðèìå-

íÿåòñÿ ýëëèïñîèäàëüíîå èñ÷èñëåíèå. Â ðàáîòàõ À.Á. Êóðæàíñêîãî áûëè ïî-

ñòðîåíû ïàðàìåòðèçîâàííûå ñåìåéñòâà ýëëèïñîèäàëüíûõ òðóáîê, ïîçâîëÿþ-

ùèå ñêîíñòðóèðîâàòü âíåøíèå è âíóòðåííèå îöåíêè òðóáîê äîñòèæèìîñòè è

ðàçðåøèìîñòè äëÿ ñèñòåì ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ [2℄. ×èñëåííûå àëãîðèòìû,

îñóùåñòâëÿþùèå ïîñòðîåíèå òàêèõ îöåíîê, ðåàëèçîâàíû â ïðîãðàììíîì ïà-
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êåòå Ellipsoidal Toolbox äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäû Matlab [8℄. Íà îñíîâå

ïîëó÷åííûõ ìåòîäàìè ýëëèïñîèäàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ âíóòðåííèõ îöåíîê ìíî-

æåñòâà ðàçðåøèìîñòè ìîæíî ñòðîèòü ñèíòåçèðóþùèå óïðàâëåíèÿ ìåòîäîì

ýëëèïñîèäàëüíîãî ñèíòåçà [2℄.

Òàêèì îáðàçîì, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ýëëèïñîèäàëüíûå òðóáêè,

ò.å. ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ, ñå÷åíèÿìè êîòîðûõ â êàæäûé ìîìåíò âðå-

ìåíè ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñîèäû. Íåâûðîæäåííûé ýëëèïñîèä â R
n
îïèñûâàåòñÿ

äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, öåíòðîì q ∈ R
n
è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ñèììåò-

ðè÷íîé ìàòðèöåé êîí�èãóðàöèé, Q ∈ R
n×n, Q = Q′ > 0:

E (q, Q) = {x ∈ R
n :

〈

x− q, Q−1(x− q)
〉

6 1},

èëè, ýêâèâàëåíòíî,

E (q, Q) = {x ∈ R
n : 〈x, l〉 6 〈q, l〉+

√

〈l, Ql〉, äëÿ âñåõ l ∈ R
n}.

Cëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ýëëèïñîèäàëüíûõ òðóáîê

E (q(t), Q(t)), òàêæå ñîäåðæàò äâå êîìïîíåíòû: âåêòîðíóþ äëÿ q(t) è ìàòðè÷-

íóþ äëÿ Q(t).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ýëëèïñèîäàëüíîé òðóáêè íåîáõî-

äèìî ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ìàòðè÷íóþ äèíàìèêó â ïàðå

(q, Q).

Âàæíûì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ óïðàâëÿåìûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ òðóáîê

ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ãðóïïîâîãî (êîëëåêòèâíîãî) óïðàâëåíèÿ. Â òàêèõ çàäà÷àõ

ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà îäíîðîäíûõ (ñõîæèõ) àãåíòîâ, êîòîðûì, âçàèìîäåé-

ñòâóÿ äðóã ñ äðóãîì, íàäî âûïîëíèòü íåêîòîðóþ îáùóþ çàäà÷ó. Ïîäîáíûå

ïîñòàíîâêè ïîëó÷àþò âñå áîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå íà ïðàêòèêå â çàäà÷àõ
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èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè ìîðñêîãî äíà è êàðòîãðà�èðîâàíèÿ [15, 16, 21, 22℄.

Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ òàêèõ ñèñòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ïîâåäå-

íèÿ ñòàé ïòèö èëè êîñÿêîâ ðûá [14, 16℄. �åøåíèå çàäà÷ ãðóïïîâîãî óïðàâëåíèÿ

øèðîêî âîñòðåáîâàíî íà ïðàêòèêå.

Â ðàáîòàõ [3, 4, 5℄ ïîñòàâëåíà çàäà÷à ñèíòåçà öåëåâûõ óïðàâëåíèé äëÿ

ãðóïïû àãåíòîâ, êîòîðûì íåîáõîäèìî äîñòè÷ü öåëåâîãî ìíîæåñòâà, èçáåãàÿ

ñòîëêíîâåíèé äðóã ñ äðóãîì è âíåøíèìè ïðåïÿòñòâèÿìè, íàõîäÿñü ïðè ýòîì

âíóòðè âèðòóàëüíîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî êîíòåéíåðà. �åøåíèå ïðè ýòîì ñòðî-

èòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ðàññ÷èòûâàåòñÿ âèðòóàëüíîå äâèæåíèå ýëëèïñîè-

äàëüíîãî êîíòåéíåðà, êîòîðûé, ïðîèçâîäÿ ðåêîí�èãóðàöèþ, èçáåãàåò ñòîëê-

íîâåíèé ñ âíåøíèìè ïðåïÿòñòâèÿìè, ïîñëå ÷åãî íàõîäÿòñÿ ñèíòåçèðóþùèå

óïðàâëåíèÿ äëÿ àãåíòîâ âíóòðè êîíòåéíåðà, äëÿ êîòîðûõ îí ñëóæèò âíåøíèì

�àçîâûì îãðàíè÷åíèåì. Èñïîëüçîâàíèå ýëëèïñîèäàëüíîãî êîíòåéíåðà ïîçâî-

ëÿåò ãàðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå êîìàíäíîãî ñâîéñòâà äëÿ ãðóïïû, êîòîðîå

çàêëþ÷àåòñÿ â äâóõ óñëîâèÿõ: óñëîâèè íåïåðåñå÷åíèÿ çîí áåçîïàñíîñòåé êàæ-

äîãî èç àãåíòîâ è óñëîâèÿ ¾áëèçîñòè¿ àãåíòîâ äðóã ê äðóãó.

Ñïåöè�èêà òàêîé çàäà÷è íàêëàäûâàåò ðÿä �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé íà ìàò-

ðèöó êîí�èãóðàöèé êîíòåéíåðà. Òàê, îòâå÷àþùèé åé ýëëèïñîèä íå äîëæåí

áûòü ñëèøêîì áîëüøèì, ÷òîáû ý��åêòèâíî îáõîäèòü ïðåïÿòñòâèÿ, è, êðî-

ìå òîãî, îí íå ìîæåò áûòü ñëèøêîì ìàëåíüêèì, èíà÷å àãåíòû âíóòðè íåãî

íå ïîìåñòÿòñÿ. Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî ó÷èòûâàòü â âèäå íåðàâåíñòâ íà

ñîáñòâåííûå ÷èñëà �àçîâîé ìàòðèöû.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ìàòðè÷íûìè �àçîâûìè òðàåêòîðèÿìè

ðàññìàòðèâàëàñü È.Â. ×åáóíèíûì â ðàáîòå [7℄. Â íåé èññëåäîâàëîñü ìàò-
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ðè÷íîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå �èêêàòè, êîòîðîå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â

òåîðèè óïðàâëåíèÿ:

Ṗ (t) = AP (t) + PA′(t) +M(t)− P (t)B′N(t)BP (t), P (t0) = P0 > 0, (1)

ãäå P (t) ∈ R
n×n

� �àçîâàÿ ìàòðèöà, M(t) ∈ R
n×n

è N(t) ∈ R
m×m

� ìàòðè÷-

íûå óïðàâëåíèÿ. Òðåáîâàëîñü íàéòè ïàðó {M(t), N(t)}, êîòîðàÿ ïåðåâîäèëà

áû ñèñòåìó â ìîìåíò t1 â çàäàííóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ ìàòðèöó P ∗
.

Â ðàáîòå [7℄ áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîñòè óðàâíåíèÿ (1) äëÿ äâóõ

ñëó÷àåâ: êîãäà óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé

è êîãäà îíî ïðèíàäëåæèò ê êëàññó íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ìàòðèö.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà ñâîäèëàñü ê âåêòîðíîé ñ ïîìîùüþ

îïåðàöèè âûòÿãèâàíèÿ ìàòðèö â âåêòîðà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåíçîðíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ Êðîíåêåðà.

Ìàòðè÷íûå �àçîâûå ïåðåìåííûå òàêæå âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷àõ îïòèìèçà-

öèè íàáëþäåíèé [26℄.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå äàëüíåé-

øåãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåì ñ ìàòðè÷íîé �àçîâîé ïåðåìåííîé. Ïðè

ýòîì òðåáóåòñÿ, âî-ïåðâûõ, ó÷åñòü ìàòðè÷íóþ ñïåöè�èêó ñèñòåìû: ðåøåíèå

çàäà÷è äîëæíî áûòü ïîëó÷åíî â ìàòðè÷íûõ òåðìèíàõ èñõîäíîé ïîñòàíîâêè.

Âî-âòîðûõ, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîëæíû áûòü ïðèãîäíû äëÿ ïðîâåäåíèÿ

ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèé â ñèñòåìàõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû íîâûå çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ìàò-

ðè÷íûìè òðàåêòîðèÿìè. �àáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ ðàáîò [7, 3, 4℄.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. �àáîòà íîñèò, â îñíîâ-
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íîì, òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàíûõ ñ óïðàâëå-

íèåì ñèñòåì ñ ìíîãîçíà÷íûìè òðàåêòîðèÿìè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé

ñîâðåìåííîé òåîðèè òðóáîê òðàåêòîðèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü

ïðèìåíåíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â òåîðèè ãðóïïîâîãî (êîëëåêòèâíîãî) óïðàâ-

ëåíèÿ. Îòäåëüíîå âíèìàíèå â ðàáîòå óäåëÿåòñÿ âîïðîñàì âû÷èñëèòåëüíîé

ñëîæíîñòè è àëãîðèòìè÷åñêîé ðåàëèçóåìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé. Òàêèì

îáðàçîì, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ êîí-

êðåòíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè

çàäà÷ èñïîëüçîâàíû òåîðèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ãàìèëüòîíîâ �îð-

ìàëèçì, ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìàòðè÷íîãî àíàëèçà, òåí-

çîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ, âûïóêëîãî àíàëèçà è ýëëèïñîèäàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. �åçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå äî-

êëàäîâ íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:

1. ñåìèíàð ¾Ïðèêëàäíûå çàäà÷è ñèñòåìíîãî àíàëèçà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì

àêàäåìèêà À.Á. Êóðæàíñêîãî íà êà�åäðå ñèñòåìíîãî àíàëèçà �àêóëü-

òåòà ÂÌÊ Ì�Ó;

2. ñåìèíàð ¾Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêà ñèñòåì¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì

àêàäåìèêà Ô.Ë. ×åðíîóñüêî â ÈÏÌåõ �ÀÍ èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî;

3. ñåìèíàð ¾Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ¿ ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ÷ëåíà-êîððåñïîíåäíåòà Ñ.Ì. Àñååâà è ïðî�åññîðà Ì.Ñ. Íèêîëü-

ñêîãî â ÌÈÀÍ èì. Â.À. Ñòåêëîâà;

4. ñåìèíàð îòäåëà ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì¿
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â ÂÖ �ÀÍ èì. À.À. Äîðîäíèöûíà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�åññîðà È. �. Ïî-

ñïåëîâà.

�åçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîäíûõ

êîí�åðåíöèÿõ:

1. Äâàäöàòàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Àâòîìàòèêà¿, Íèêîëàåâ, Óêðà-

èíà (2013);

2. Ïÿòüäåñÿò âòîðàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ IEEE Conferene on De-

ision and Control, Ôëîðåíöèÿ, Èòàëèÿ (CDC 2013);

3. Äâàäöàòü ïåðâàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ International Symposium

on Mathematial Theory of Networks and Systems, �ðîíèíãåí, Íèäåðëàí-

äû (MTNS 2014).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â ðàáîòàõ [29, 30, 32, 33℄,

èç êîòîðûõ äâå, [29, 30℄, îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ.

Óêàçàííûå ðàáîòû âûïîëíåíû â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì

À.Á. Êóðæàíñêèì. Íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷.

Äîêàçàòåëñüòâà òåîðåì è ðåàëèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðèìåðîâ ïðèíàäëå-

æàò àâòîðó äèññåðòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáú¼ì äèñåðòàöèè ñî-

ñòàâëÿåò 102 ñòðàíèöû. Áèáëèîãðà�èÿ âêëþ÷àåò 74 íàèìåíîâàíèÿ.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ

çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì óðàâíå-

íèåì

Q̇(t) = T (t)Q(t) +Q(t)T ′(t) +B(t)U(t)B′(t), Q(t0) = Q0, (2)

ãäå Q ∈ R
n×n

� ìàòðè÷íàÿ �àçîâàÿ ïåðåìåííàÿ, U ∈ R
m×m

� ìàòðè÷íîå

ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå, Q0 � èçâåñòíîå íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ñèñòåìû. Çà-

äà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ íà �èêñèðîâàííîì èíòåðâàëå âðåìåíè [t0, θ]. Òðåáóåòñÿ

ìèíèìèçèðîâàòü èíòåãðàëüíûé �óíêöèîíàë íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû,

Ψ(U(·)) =

θ
∫

t0

〈U(t, Q(t)), U(t, Q(t))〉 dt+ 〈Q(θ)−M,D(Q(θ)−M)〉 . (3)

ÇäåñüM, D = D′ > 0� èçâåñòíûå ìàòðèöû. �åîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ

íà çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ îòñóòñòâóþò.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ, ïîäîáíî ðà-

áîòå [7℄, ê âåêòîðíîé, èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ âûòÿãèâàíèÿ ìàòðèöû ïî ñòðî-

êàì â ñòîëáåö, (·) : R
n×m → R

nm
. Âàæíûì ñâîéñòâîì îïåðàöèè âûòÿãèâà-

íèÿ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ÿâíîé çàïèñè âûòÿãèâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö:

ABX = (A⊗B′)X, ãäå ⊗ îçíà÷àåò îïåðàöèþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Îíî

ïîçâîëÿåò ïåðå�îðìóëèðîâàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó â âåêòîðíîì âèäå.

Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à çàòåì ðåøàåòñÿ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè äèíàìè÷å-

ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [6, 18℄. Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ öå-

íû:

V (t0, Q0) = min
U(·)

{Ψ(U(·)) | Q(t0) = Q0}.
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Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ Êðîíåêåðà, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ

âåêòîðíîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå �îðìóëû äëÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ è äëÿ ïàðàìåòðîâ �óíêöèè öåíû â òåðìèíàõ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

óðàâíåíèé �èêêàòè. �åøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé îêàçûâàþòñÿ çàïèñàíû â ïîêîì-

ïîíåíòíîì âèäå, è âñòà¼ò âîïðîñ î âîçâðàùåíèè îò íèõ ê ïåðâîíà÷àëüíûì

ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à �îðìóëè-

ðîâàëàñü â îïåðàöèÿõ óìíîæåíèÿ, ñëîæåíèÿ è òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö, òî

ìîæíî ëè ïîëó÷åííûé îòâåò çàïèñàòü â ýòèõ æå îïåðàöèÿõ? Â òðåòüåì ðàç-

äåëå ïåðâîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî âîçìîæíî íå

âñåãäà. Óêàçûâàåòñÿ êëàññ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ òàêîé ïåðåõîä âîçìîæåí. À

èìåííî, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà-

ìåòðû ñèñòåìû T (t) è B(t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

T (t) + T ′(t) = µ(t)I, B(t)B′(t) = ν(t)I, t ∈ [t0, θ],

ãäå µ(t), ν(t) � ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðíûå �óíêöèè.

Âî âòîðîé ãëàâå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ìàòðè÷íîãî âèäà ðåøåíèÿ

ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è, ò.å. ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà, ñîõðàíÿþùåãî ìàò-

ðè÷íóþ �îðìó ðåøåíèÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèé.

Â ïåðâîì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû âíîâü ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíî-êâà-

äðàòè÷íàÿ çàäà÷à (2), (3), íî òåïåðü å¼ ðåøåíèå ñòðîèòñÿ áåç âûõîäà èç êëàññà

ìàòðèö. Äëÿ ýòîãî, îòòàëêèâàÿñü îò èäåé òåíçîðíîãî àíàëèçà [23℄, âî âòîðîì

ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû ïðåäëàãàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ �îðìà çàïèñè äåéñòâèÿ

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íàä ìàòðè÷íûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Êàê èçâåñòíî, äåé-

ñòâèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íàä R
n
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì îáðà-

çà áàçèñà ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ýòè îáðàçû ¾ñêëåèòü¿, òî ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà
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ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ìàò-

ðè÷íûõ îïåðàòîðîâ.

Äåéñòâèå ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ∈ L (Rn×n,Rm×m) íà áà-

çèñå {Eij}ni,j=1 ìàòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, A = {AEij}ni,j=1, è ïðåäëàãàåòñÿ

ïîíèìàòü ïîä àíàëîãîì ìàòðèöû îïåðàòîðà â âåêòîðíîì ñëó÷àå. Ýòè îáúåê-

òû â äàëüíåøéåì íàçûâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ. Â

äàííîì ðàçäåëå òàêæå ñòðîÿòñÿ ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèç-

âåäåíèÿ îïåðàòîðîâ è ïðåäñòàâëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, à òàêæå èñ-

ñëåäóåòñÿ èõ âçàèìîñâÿçü ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé îïåðàòîðîâ.

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ïðè ýòîì ïîñòðîåíèè ÿâëÿåòñÿ óêàçàíèå ñïîñîáà ñâå-

äåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ ê ìàò-

ðè÷íîìó óìíîæåíèþ. Ïóñòü çàäàíû ïðåäñòàâëåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ, A =

= {Aij}mi,j=1, è B = {Bij}ni,j=1, è ïóñòü f(i, j) � ïðîèçâîëüíîå âçàèìíî îä-

íîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ (i, j), i, j = 1, 2, . . . , n, â íîìåðà

1, 2, . . . , n2
, à g(i, j) � ìíîæåñòâà (p, q), p, q = 1, . . . , m, â íîìåðà 1, . . . , m2

.

Òîãäà ëþáîìó ïðåäñòàâëåíèþ D = {Dij}ni,j=1, D
ij ∈ R

m×m
, ìîæíî ïîñòàâèòü

âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó

D̊ = {D̊αβ}
m2,n2

α,β=1, D̊αβ = Dβ
α = D

f−1(β)
g−1(α) ,

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ áóäåò ñïðàâäåëèâî

C̊ = ÅB̊.

Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå n2 · k2 êîý��èöèåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòî-

ðà C = AB ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû C̊ ðàçìåðà

k2 × n2
, ïîëó÷àþùåéñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö Å è B̊ ðàçìåðîâ k2 × m2
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è m2 × n2
ñîîòâåòñòâåííî. Äàííàÿ �îðìóëà ïîëåçíà ïðè ðåàëèçàöèè âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ, ïîñêîëüêó îíà ïîçâîëÿåò

îðãàíèçîâûâàòü õðàíåíèå ïðåäñòàâëåíèé îïåðàòîðîâ â ïàìÿòè ñîãëàñîâàííî ñ

èìåþùèìñÿ â ðàñïîðÿæåíèè àëãîðèòìîì óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Äàííûé ïîäõîä

îñîáåííî àêòóàëåí ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé, òàê êàê îí

ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü èçâåñòíûå àëãîðèòìû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

ìàòðèö, èìåþùèå õîðîøóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü [27, 28℄. Áîëåå òîãî,

èìåÿ êîíêðåòíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ìîæíî ïîäîáðàòü ïîä íåãî

ñïåöèàëüíûé ñïîñîá õðàíåíèÿ ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèé îïåðàòîðîâ, ý��åêòèâ-

íûé èìåííî äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà.

Â òðåòüåì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû ñòðîèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (2),(3) ÷å-

ðåç ïðåäñòàâëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ ìàòðè÷íûõ îïåðàòî-

ðîâ. Îïåðàòîðíàÿ çàäà÷à çàòåì ðåøàåòñÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ, ïîñëå ÷åãî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ îáðàòíî â ìàò-

ðè÷íóþ �îðìó. Ïðè ýòîì ââîäèòñÿ ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ öåíû:

V (t0, Q0) = min
U(·)

{Ψ(U(·)) | Q(t0) = Q0},

è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîäíàÿ â óðàâíåíèè �ßÁ áóäåò óæå ìàòðè÷íîé ïðî-

èçâîäíîé, ïîíèìàåìîé â ñìûñëå Ôðåøå.

Êðîìå òîãî, â ýòîì ðàçäåëå çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè íàëè÷èè äîïîë-

íèòåëüíûõ �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé,

λ2
− 6 〈Q,Q〉 6 λ2

+, 0 < λ− < λ+,

ãäå λ−, λ+ � èçâåñòíûå êîíñòàíòû. Ýòè íåðàâåíñòâà îãðàíè÷èâàþò âîçìîæ-

íûé ðàçìåð ýëëèïñîèäà ñ ìàòðèöåé êîí�èãóðàöèé Q(t) øàðàìè ðàäèóñîâ λ−
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è λ+ ñíèçó è ñâåðõó ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ ìåòîä øòðà�íûõ �óíêöèé,

ââîäèòñÿ íîâàÿ �óíêöèÿ öåíû è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê

îïòèìèçàöèè ïî ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó çàäà÷, àíàëîãè÷íûõ ïî �îðìå

ðàííåå ðàññìîòðåííûì çàäà÷àì áåç �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå âû÷èñëè-

òåëüíîé ñëîæíîñòè ìåòîäîâ èç ïåðâîé è âòîðîé ãëàâ ïî ÷èñëó àðè�ìåòè-

÷åñêèõ îïåðàöèé, òðåáóåìûõ ïðè âû÷èñëåíèè �îðìóë, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè

ñïîñîáàìè. Ïóñòü èìååòñÿ àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ ÷èñëîì

óìíîæåíèé f(n). Ïóñòü f(n) = O(nα), α ∈ (2, 3]. �åøåíèå çàäà÷è â îáîèõ ñïî-

ñîáàõ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà: íàõîæäåíèå â îáðàòíîì âðåìåíè ïàðàìåòðîâ

êâàäðàòè÷íîé �îðìû �óíêöèè öåíû, îïðåäåëÿåìûõ ìàòðèöàìè ïðàâîé ÷àñòè

ñèñòåìû, è íàõîæäåíèå ïî çàäàííîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè t0, Q0 îïòèìàëüíîé

òðàåêòîðèè â ïðÿìîì âðåìåíè, ðàññ÷èòûâàþùåå óïðàâëåíèå ïî íàéäåííûì

íà ïåðâîì ýòàïå ïàðàìåòðàì. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî:

1. Îáà àëãîðèòìà èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî óìíîæåíèé ïîðÿäêà n2α
íà ýòà-

ïå íàõîæäåíèÿ �óíêöèè öåíû;

2. Îïåðàòîðíûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå çà

÷èñëî óìíîæåíèé ïîðÿäêà n4
, à ìåòîä ñ âûòÿãèâàíèåì � çà n2α

.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðíûé ìåòîä ý��åêòèâíåå ìå-

òîäà ÷åðåç âûòÿãèâàíèå. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî îí ïîçâîëÿåò â ÿâíîì

âèäå èñïîëüçîâàòü ìàòðè÷íóþ ñïåöè�èêó çàäà÷è è èçáåæàòü òåì ñàìûì ÷à-

ñòè ëèøíèõ âû÷èñëåíèé, âîçíèêàþùèõ èç-çà âåêòîðèçàöèè.

Èçëîæåííàÿ âî âòîðîé ãëàâå ñõåìà ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé çàäà÷è íîñèò îá-

ùèé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëü-
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íîñòè äåéñòâèé:

1. Çàïèñàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó â îïåðàòîðíîì âèäå;

2. Íàéòè ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â çàäà÷ó;

3. �åøèòü îïåðàòîðíóþ çàäà÷ó (å¼ ðåøåíèå àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ âåêòîð-

íîé çàäà÷è);

4. Âåðíóòüñÿ ê ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì, èñïîëüçóÿ �îðìóëû äëÿ ïðåä-

ñòàâëåíèé îïåðàòîðîâ.

Â òðåòüåé ãëàâå ýòà ñõåìà ðåøåíèÿ ÷åðåç çàïèñü ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ

ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ çàäà÷ ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè (¾æ¼ñòêè-

ìè¿) îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå.

Â ïåðâîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçðåøèìî-

ñòè äëÿ ñèñòåìû ñ ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå,

〈U(t), U(t)〉 6 µ2
äëÿ âñåõ t ∈ [t0, θ], (4)

ãäå µ > 0 � çàäàííàÿ êîíñòàíòà, è èùåòñÿ ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå, îáåñïå÷è-

âàþùåå äîñòèæåíèå ñèñòåìîé â òåðìèíàëüíûé ìîìåíò θ öåëåâîãî ìíîæåñòâà:

M = {Q : 〈Q(θ)−M,D(Q(θ)−M)〉 6 1},

ãäå, êàê è ðàíåå, M,D = D′ > 0 � èçâåñòíûå ìàòðèöû. �àññìàòðèâàåòñÿ

çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè � çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè äëÿ ñè-

ñòåìû,

W (t; t1,M) =

{

Q ∈ R
n×n : ∃Q1, ò.÷. 〈Q1 −M,D(Q1 −M)〉 6 1,

∃U(·), óäâ. (4), ò.÷. , Q1 = Q(t1; t, Q, U)

}

.
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Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷åðåç ñâåäåíèå

å¼ ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷. Ââîäèòñÿ

�óíêöèÿ öåíû,

V (t0, Q0) = min
U(·)

max
{α0,β(·)}∈Ω

Φ(t0, Q0, α0, β(·), U(·))

ãäå

Φ(t0, Q0, α0, β, U) = α0 〈Q(θ)−M,D(Q(θ)−M)〉+

θ
∫

t0

β(t)

µ2
〈U(t), U(t)〉 dt,

Ω =











{α0, β(·)} : α0 > 0, β(t) > 0, α0 +

θ
∫

t0

β(t)dt = 1











.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èñêîìîå W (t; t1,M) áóäåò ìíîæåñòâîì óðîâíÿ �óíê-

öèè öåíû:

W (t; t1,M) = {Q0 : V (t, Q0) 6 1}.

Âî âòîðîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ âèçóàëèçà-

öèè ìàòðè÷íûõ ìíîæåñòâ â ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì îò ðàññìîòðåíèÿ èçîëèðîâàí-

íûõ ìàòðè÷íûõ òðàåêòîðèé ê ïðîèçâîëüíûì âûïóêëûì ìíîæåòâàì â ïðî-

ñòðàíñòâå ìàòðèö. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö

ââîäèòñÿ ìíîæåñòâî

M (A) =
⋃

Q∈A

E (0, Q) ⊂ R
n.

Ìíîæåñòâî M (A) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ìíîæåñòâå

A, ïðè ýòîì èìåÿ ðàçìåðíîñòü n, â òî âðåìÿ êàê ñàìî A ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ

n(n−1)
2

-ìåðíûì. Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå âûâîäÿòñÿ ñâîéñòâà ìíîæåñòâà M (A) â

ñëó÷àå âûïóêëîñòè A:
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1. Åñëè A âûïóêëî, òî è M (A) âûïóêëî;

2. Åñëè ρ (L,A) � îïîðíàÿ �óíöèÿ ìàòðè÷íîãî ìíîæåñòâà A, L ∈ R
n×n

,

òî ρ (l,M (A)) =
√

ρ (ll′, A), l ∈ R
n
;

3. M (conv{V1, V2, . . . , VN}) = conv{E (0, V1) , E (0, V2) , . . . , E (0, VN)};

4. M (Br(Q0)) = E (0, Q0 + rI) .

Êðîìå òîãî, â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

ìíîæåñòâ M (A) íà ïðàêòèêå.

Â òðåòüåì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ

ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè, îïèñàí-

íîãî âî âòîðîì ðàçäåëå.

Â ÷åòâ¼ðòîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ ãåî-

ìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå:

Q̇(t) = T (t)Q(t) +Q(t)T ′(t) +B(t)U(t)B′(t),

Q(t0) ∈ E
(

Q0,Q
0
)

,

U(t) ∈ E (P (t),P(t)) ,

ãäå Q0 = Q′
0 > 0 �èçâåñòíàÿ ìàòðèöà, P (t) = P (t)′ > 0 � èçâåñòíàÿ ìàòðè÷-

íàÿ �óíêöèÿ, Q0, P(t) � èçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå îïåðàòîðû

â ïðîñòðàíñòâàõ ìàòðèö. Ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàê è ðàíåå, íà �èê-

ñèðîâàííîì âðåìåííîì èíòåðâàëå [t0, θ]. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ýëëèï-

ñîèäàëüíîé (â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö) îöåíêè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ

òàêîé ñèñòåìû. Â âòîðîì ïîäðàçäåëå ýòà îöåíêà ñòðîèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ

âåêòîðíûì ñëó÷àåì [2℄ ñ ó÷åòîì �îðìóë äëÿ ïðåäñòàâëåíèé, ïîëó÷åííûõ âî

âòîðîé ãëàâå. Âûâîäÿòñÿ ÿâíûå �îðìóëû äëÿ öåíòðà è îïåðàòîðà êîí�èãóðà-
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öèé îöåíêè. Â òðåòüåì ïîäðàçäåëå ïîäîáíûå ïîñòðîåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ

äëÿ ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ýëëèïñîè-

äàëüíîãî ñèíòåçà.

Â ÷åòâåðòîì ïîäðàçäåëå ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæ-

íîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèåì ÷åðåç âûòÿãèâàíèå �àçîâîé ìàòðèöû

â âåêòîð. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáà àëãîðèòìà èìåþò îäèíàêîâóþ àñèìïòîòèêó

O(n2α), ãäå, êàê è âî âòîðîé ãëàâå, O(nα) � àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü èìå-

þùåãîñÿ àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ïðèâîäèòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ïðè-

ìåð, â êîòîðîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðåäëàãàåìûé îïåðàòîðíûé àëãîðèòì íà

ïðàêòèêå ðàáîòàåò áûñòðåå.

Â ïÿòîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþò-

ñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåêîí�èãóðàöèè ýëëèïñîèäàëüíîãî êîíòåéíåðà. Ýòà

çàäà÷à ïðîèñõîäèò èç òåîðèè ãðóïïîâîãî óïðàâëåíèÿ [4, 5℄. Â íåé ìàòðè÷-

íîçíà÷íîå äâèæåíèå çàäà¼ò âèðòóàëüíûé ýëëèïñîèäàëüíûé êîíòåéíåð, êîòî-

ðûé âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî äâèæåíèÿ äëÿ ãðóïïû îáúåêòîâ. Åìó

òðåáóåòñÿ, îñóùåñòâëÿÿ íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî èçìåíåíèå ñâîåé �îðìû, ïå-

ðåìåñòèòüñÿ èç íà÷àëüíîé ïîçèöèè, èçáåãàÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñ ïðåïÿòñòâèÿìè,

íà çàðàíåå çàäàííîå öåëåâîå ìíîæåñòâî. Â ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ïî-

ñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåêîí�èãóðàöèè ýëëèïñîèäàëüíîãî êîíòåéíåðà íà

ïëîñêîñòè ïðè íàëè÷èè äâóõ ïðåïÿòñòâèé. Ïðè ýòîì êîíòåéíåð äîëæåí óäî-

âëåòâîðÿòü ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì:

Bλ
−

(q(t)) ⊆ E (q(t), Q(t)) ⊆ Bλ+
(q(t)) , 0 < λ− 6 λ+.

Ýòè îãðàí÷èåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî â êîíòåéíåð ìîæíî âïèñàòü øàð ðàäèóñîì λ−

è ÷òî îí âñåãäà ñîäåðæèòñÿ â øàðå λ+ ñ öåíòðàìè, ñîâïàäàþùèìè ñ öåíòðîì
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êîíòåéíåðà. Äèíàìèêà öåíòðà êîíòåéíåðà çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

q̈ = u(t), q(t0) = q0, q̇(t0) = v0.

�åøåíèå çàäà÷è ñòðîèòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ ïðè ïîìîùè áàðüåðíûõ ãè-

ïåðïëîñêîñòåé, íà êàæäîì èç ýòàïîâ ñíà÷àëà ïîëó÷àÿ òðàåêòîðèþ öåíòðà,

çàòåì � òðàåêòîðèþ ìàòðèöû êîí�èãóðàöèé:

1. Îïðåäåëÿþòñÿ ãèïåðïëîñêîñòè Hi
, i = 1, 2, çàêëþ÷àþùèå ìåæäó ñîáîé

îáëàñòü �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùóþ ïðåïÿòñòâèÿ, è òðàíñâåð-

ñàëüíûå èì Hi
b, i = 1, 2, çàäàþùèå ìåæäó ñîáîé îáëàñòü C äëÿ äâèæå-

íèÿ êîíòåéíåðà, ñâîáîäíóþ îò ïðåïÿòñòâèé.

2. Ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî T1 âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé öåíòðà äëÿ ïåðåõîäà íà

îáëàñòü C, è äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ z ∈ T1 ñòðîèòñÿ O1(z) � ìíîæå-

ñòâî äîïóñòèìûõ ìàòðèö êîí�èãóðàöèé êîíòåéíåðà. Ïðè ýòîì ëþáóþ

ïàðó (q, Q) èç T1 × O1(z) ìîæíî ñîåäèíèòü äîïóñòèìîé òðàåêòîðèåé ñ

íà÷àëüíîé ïîçèöèåé (q0, Q0).

3. �åøàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ äëÿ öåíòðà êîíòåéíåðà èç íà÷àëü-

íîãî ïîëîæåíèÿ ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì T1.

4. �åøàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòðèöû êîí�èãóðàöèé ñ öå-

ëåâûì ìíîæåñòâîì O1(z), ãäå z � òåðìèíàëüíàÿ ïîçèöèÿ öåíòðà ýëëèï-

ñîèäà èç ïðåäûäóùåãî øàãà;

5. Ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî T2 ïîçèöèé öåíòðà è ïîðîæä¼ííîå èì ìíîæåñòâî

O2(z), îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû (q, Q) èç T2 ×
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×O2(z) íàéä¼òñÿ òî÷êà â öåëåâîì ìíîæåñòâå, êîòîðóþ ìîæíî ñîåäèíèòü

äîïóñòèìîé òðàåêòîðèåé ñ (q, Q).

6. �åøàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ äëÿ öåíòðà êîíòåéíåðà ñ öåëåâûì

ìíîæåñòâîì T2.

7. �åøàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàòðèöû êîí�èãóðàöèé ñ öå-

ëåâûì ìíîæåñòâîì O2(z), ãäå z � òåðìèíàëüíàÿ ïîçèöèÿ öåíòðà èç

ïðåäûäóùåãî øàãà;

8. �åøàþòñÿ çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèé äëÿ öåíòðà ñ öåëåâûì ìíîæå-

ñòâîì M.

Ìíîæåñòâà Oi(z) ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâ âèäà M (A). Ïðèâîäèòñÿ

âû÷èñëèòåëüíûé ïðèìåð.

Â ñåäüìîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ðàçáè-

åíèÿ êîíòåéíåðà íà ïëîñêîñòè ïðè íàëè÷èè òð¼õ ïðåïÿòñòâèé, êîãäà èìååòñÿ

âîçìîæíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïàðàìè èç íèõ. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ

ðàçäåëèòü êîíòåéíåð íà äâà êîíòåéíåðà ìåíüøåãî îáú¼ìà, êîòîðûå îáîéäóò

ïðåïÿòñòâèÿ íåçàâèñèìûìè ìàðøðóòàìè è ïîòîì îáúåäèíÿòüñÿ îáðàòíî.

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ðàçáèåíèÿ êîíòåéíåðà E (q0, Q0) íà äâà ýëëèïñîèäà,

E (q1, Q1) è E (q2, Q2), ñ âíåøíèì è âíóòðåííèì îãðàíè÷åíèÿìè λi
+ íà ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:

vol E (q1, Q1) + vol E (q2, Q2) → max,

Bλi

−

(qi) ⊆ E (qi, Qi) , i = 1, 2,

E (qi, Qi) ⊆ Bλi

+
(qi) , i = 1, 2,
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E (qi, Qi) ⊆ E (q0, Q0) ,

intE (q1, Q1) ∩ int E (q2, Q2) = ∅,

ãäå ÷åðåç volE (q, Q) îáîçíà÷àåòñÿ îáú¼ì ýëëèïñîèäà E (q, Q).

Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ êàæäîãî èç íîâûõ êîíòåéíåðîâ åãî ïîäçà-

äà÷à ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî ðàçäåëó øåñòü. Ïðèâîäèòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ïðè-

ìåð.

Â çàêëþ÷åíèè îïèñàíû äàëüíåéøèå ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ òåìàòèêè

äèññåðòàöèè è êðàòêî ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â

ðàáîòå:

1. �åøåíà çàäà÷à ñèíòåçà äëÿ ìàòðè÷íîé ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è

÷åðåç ñâåäåíèå å¼ ê âåêòîðíîé. Ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ �óíê-

öèè öåíû. Óêàçàí êëàññ ñèñòåì, â êîòîðîì ìåòîä ïîçâîëÿåò âåðíóòüñÿ

ê èñõîäíûì ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì.

2. Ïîñòðîåíà ñïåöèàëüíàÿ �îðìà çàïèñè äåéñòâèÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàòîðîâ

â òåðìèíàõ ïðåäñòàâëåíèé îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùàÿ ñîõðàíèòü ìàò-

ðè÷íóþ �îðìó ðåøåíèÿ. Âûâåäåí ðÿä ñâîéñòâ ïðåäñòàâëåíèé. Ïîêàçà-

íî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïîäîáíîãî ïîäõîäà àëãîðèòìè÷åñêè áîëåå ý��åê-

òèâíî, ÷åì ðåøåíèå ÷åðåç âåêòîðèçàöèþ.

3. Áûëà ðåøåíà ìàòðè÷íàÿ çàäà÷à ñèíòåçà ñ ãåîìåòðè÷åñêèì (¾æ¼ñòêèì¿)

îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå. Ïðåäëîæåí ñïîñîá íàãëÿäíîé âèçóàëèçà-

öèè ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö, åãî äåéñòâèå ïðîèëëþñòðèðîâàíî

íà ðÿäå ïðèìåðîâ. Ïðèâåäåíû �îðìóëû äëÿ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ îöå-

íîê ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ ìàòðèö,
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íà îñíîâå êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà. Ïî-

ëó÷åíûå ìåòîäû ïðèìåíåíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåêîí�èãóðàöèè.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

Àëåêñàíäðó Áîðèñîâè÷ó Êóðæàíñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, öåííûå çàìå÷à-

íèÿ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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